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Epreuve de MATHEMATIQUES 
(Duree : 3 H cures) 


A vertissem e nt; 

11 S< f a cotn Pte dans / appreciation des copies de la concision et de la precision 
. la redaction. On pottrra admettre lex resuitais d'une question pour trailer les 
suivantes. 



Exfircire 1 


L 

I) 1) IRnient dmx suites replies a nj idles quo pour tout n € IN’ o n > 0 1™ - ~ l Q. 

W- »+OD lJT^ 

+w 4«‘ 

On suppose que la&erie JZ a pour rayon de convergence 1 et que ^ a n eat divergence. 

n=?Q 

-DC 

a) Montner que le rayon de convergence die k serie ^ est 1. 

n=0 

400 

X]A^ n 

n=i> _ ^ 


b) Mcmtrcr qua : iirtj 
j-h 

=<i ^ti n i n 


n.=0 


2) Soit f-n cme suite rfella coaverpaEit vers une limit? non malic 

+ DC r 'n 

a} Quel est le rayon de convergence de la serie 'Y' ~% n ? 

^ 71 

b) On note C la somino de la serie entifere V — i™. Culculer la lim _ , n ' — . 

n-L * 1°0 - *) 

-I- DC. 

II) On dit que la serie complete y^ a n convene an senij de Poisson si 7 et settlement si la serie 


entifere ^ n 7l £ n n pour raygn de convergence 1 et si lim /(^} exists, tm / designs Supplication 

n=D 3^1 

-r^C 

d^fmie sur ] — 1 ? l[ et k vaieurs dans € par f [x) — ^ ct n x T ' . 


ts=0 


+oc. 


1) Montrer que, dans le cas oil a n ee IR pour tout n € IN, la serie ^ est convergent*! 


si die converge an sans de Poisson. 


TIE Cl 


49= 


2) Montrer que si la serie Y m n converge an sms de Poisson et 15m no. * = 0 alors elle est 

ji— t+M 

*50 

convergent*? er lim /{x) = £ a»- 

*<i "=* 


+oi:. 


*=<J 


+-Q? 

3} On pose s n = a fc et on suppose que ]a serie complex^ ^ a n converge ce que la series 

n=D 


enti&rt! ^ a pour rayon de convergence 1 


N = 0 


+ X 


a) Montrer qxie Vjf e) — l,l[, ^ = [1 - r) Sni", 

T'+= Cl T+=D 

■foe +DC- 400 

b) Eel deduire que V' <i„ converge au sens de Poisson et Sim ^Z = Y <V 

T%=v rej-l.l| n=Q P>-“^ 

4 no 4sa 


4 ) S oient o Tl! et ^Z 3 n denx series complexes converge utes- On suppose que la serie de 

JI=U n=U 

ft 

terms g4l)4ral ^ ^ est convergente. Montrer que : 


+ DC / + 50 \ / fOLl \ 

f 5 Z J a) ■ 

n=0 \n=D / \re=D / 


Exercice 2 


1) On cousidfere liquation diff£rentiel3e 


(E) 


xif + 1 / - xy — 0 


v^rlfiatiL les conditions initiates j^(G) = tt : j/(Q} 0. 


a) Montrer que ai i — K #(ar) — ^ t^z 11 est solution de (E)., alors (u + l) 5 0^4] = a n _i- 


a) Verifier que F eet solution de (£). 

b) Muntrer que F est dewloppable m s^rie entire et donner son d^veloppement. 


Exercice 3 

Suit (E, [|.||) nil IR-espac.e vector!*] norm£ 

I) 1) Montrer que si Sa norms z n 4 |ja;|| sur i? esl eudidienne alors ; 


2) H^ciproqnement, on suppose que la norm* sur £ Hdentftii do pajallflograrnme et 

on se propose do demontrer alors quelle eat aasociee k utl produit scalaire. 

On pose pour z 7 y € E : 


b) Donner le rayon de convergence de ks£rie entire obtenue. 

c) Montrer quo (E) adraet une sohition rioveloppabl* en serie enti&re. 



a) Montrer que F es? defmie sur IR eit. c&lculor FfQ), 

b) Etudier la parite et lea variations de F. 



3) Soit X [ > e IR. 

a) Mourner que pour tout x £ 1R 


f ] 4 /E pi Spt 

F(x) - F(Xq) + 0 - Xt) /_ 1 rfi = /_, -75=5* 1 + (* - *□)*) dt 


b) En d&iuire qu'il exisLe u n .4 e IR*. tele que ; 



c) Montrer que F est derivable sur IF!, et donner rexpimsaon de sa derives 
4) On admeura que la derive* second* de F exist* sur IR et que 



Voc, y € £ \\x + y f + |- - y \\ 2 = 2 (|]x|| 2 + (| jrf) . 



2 


a) Montrer que p(2x, y ) = 2 p{x, y) et p(xi + x 2 , y) = p(x u y) + p(x 2 , y). 

b) En d6duire que pour tout a € 3R-, p(ax, y) = ap(x, y) (on envisagera successivement 

IR) et que la norme sur E est euclidienne. 

3) Montrer que si la norme x *->- ||x|| sur E verifie l’une des deux megaliths suivantes : 

(i) Vx, y € E] ||x + y\\ 2 + ||x - y\\ 2 < 2 (||x|| 2 + ||j/|| 2 ) , 

(ii) Vx, yeE-, ||x + y|| 2 + ||x - j/|| 2 > 2 (||x|| 2 + ||y|| 2 ) , 
alors elle est associde k un produit scalaire. 

II) On suppose E euclidien et on note < . > le produit scalaire sur E. 

1) Montrer que toute application / : E — > E telle que Vx, jr € E, < x, f(y) >=< y, f( x ) >, 

est lin6aire. N 

2) Soit g : E ► E telle que g( 0) = 0 et Vx,j / € E, || 5 (x) - p(j,)|| = ||* - y\\. Montrer 
alors que g est un automorphisme orthogonal. 

III) On suppose .maintenant que E = IR 3 . Soit h : x h-< a,x > a + 6 Ax oil o et b sont 

deux vecteurs donnSs, < > denote le produit scalaire usuel sur IR 3 et A denote le produit 

vectoriel. 

1) A quelle condition sur a et b a-t-on rang(ft) < 2 ? 

2) On suppose que < a, b >= 1. 

a) Montrer que h~ l existe, et que pour y orthogonal a b, h~ l (y ) = yAa. 

b) Donner h~ l sous une forme analogue k celle de h. 



